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الهاميلتوني الميكانيك

الانحفاظ قوانين

من مشتقة قوي عبر بينها فيما تتفاعل نقطية جسيمات من مشكلة جملة نعتبر
نحسب بالموضع. فقط يتعلق كمون

∂L

∂ẋi

=
∂T

∂ẋi

− ∂V

∂ẋi

= mixi − 0

= pix. (١)

.x الاتجاه في i الجسيم حركة كمية بالضبط هي هذه
كمية او المرافقة الحركة كمية او المعممة الحركة كمية نعرف اذن

بالعبارة qi المعممة بالاحداثية المرفقة pi القانونية الحركة

pi =
∂L

∂q̇i
. (٢)

كميات فان الطول ابعاد بالضرورة تحمل لا المعممة الاحداثيات ان ما مثل
الحركة. كمية ابعاد بالضرورة تحمل لا المعممة الحركة

الاحداثية انها علي الدورية الاحداثية او المهملة الاحداثية مفهوم الان نعرف
الحالة هذه في .q̇i ب يتعلق ان يمكن L ان رغم L اللاغرانجية في تدخل لا التي qi

الي تؤدي لاغرانج معادلات

∂L

∂qi
− d

dt

( ∂L

∂q̇i

)

= 0 ⇒ d

dt
pi = 0 ⇒ pi = constant. (٣)

منحفظة تكون مهملة معممة باحداثية المرفقة المعممة الحركة كمية اذن
في عمومية الاكثر الانحفاظ شرط هو هذا للحركة. ثابت انها اي الزمن. في

التحليلي. الميكانيك
في فقط. المعممة الاحداثيات في دالة الكمون يكون المحافظة الجمل اجل من
لان تنعدم الدورية المعممة بالاحداثية المرفقة Qi المعممة القوة الحالة هذه

،qi ب يتعلق لا الكمون
يقابل dqi بحيث هي qi الدورية المعممة الاحداثية كانت اذا ذلك، علي علاوة
القوة انعدام يكافئ Qi المعممة القوة انعدام فان ،~n الاتجاه في للجملة انسحاب
كمية انحفاظ يكافئ pi المعممة الحركة كمية انحفاظ و ،~n الاتجاه في العادية
كمية و المعممة القوة الحالة هذه في انه اي . ~n الاتجاه في العادية الحركة
.~n الاتجاه في العاديين الحركة كمية و القوة بالضبط هما المعممة الحركة

المعروف. الحركة كمية انحفاظ قانون علي اذن نحصل
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دوران يقابل dqi بحيث هي qi الدورية المعممة الاحداثية كانت اذا بالمثل
الدوران عزم انعدام يكافئ Qi المعممة القوة انعدام فان ،~n محور حول للجملة
العزم انحفاظ يكافئ pi المعممة الحركة كمية انحفاظ و ،~n المحور حول
العزم انحفاظ قانون علي الحالة هذه في اذن نحصل . ~n الاتجاه في الحركي

الحركي.
بوجود مرتبطة دائما تكون دورية، احداثيات وجود اي الانحفاظ، قوانين
يعني انسحابية دورية احداثية وجود مثلا الجملة. حالة تميز معينة تناظرات
للاحداثية المقابل الاتجاه في الانسحابات تأثير تحت صامدة تبقي الجملة ان
وجود فان بالمثل الاتجاة. هذا في الحركة كمية انحفاظ عنه ينتج مما الدورية
في الدورانات تأثير تحت صامدة تبقي الجملة ان يعني دورانية دورية احداثية
في الحركي العزم انحفاظ عنه ينتج هذا و الدورية للاحداثية المقابل الاتجاه

الاتجاه. هذا
كالتالي. لاغرانج معادلات باستعمال الطاقة انحفاظ قانون علي البرهان يمكن

نحسب

dL

dt
=

∑

i

∂L

∂qi

dqi
dt

+
∑

i

∂L

∂q̇i

dq̇i
dt

+
∂L

∂t

=
∑

i

d

dt

( ∂L

∂q̇i

)

q̇i +
∑

i

∂L

∂q̇i

dq̇i
dt

+
∂L

∂t

=
∑

i

d

dt

( ∂L

∂q̇i
q̇i
)

+
∂L

∂t
. (٤)

اذن نستنتج

dh

dt
+

∂L

∂t
= 0. (٥)

ب تعطي و الهاميلتونية او الطاقة دالة بالضبط هو h

h(q, q̇, t) =
∑

i

q̇i
∂L

∂q̇i
− L. (٦)

منحفظة تكون الهاميلتونية فان بالزمن صراحة L اللاغرانجية تتعلق لم اذا اذن
جاكوبي. ثابت يسمي للحركة ثابت هو h الحالة هذه في الزمن. في

العام الشكل اللاغرانجية تأخذ المحافظة الجمل اجل من

L = L0(q, t) + L1(q, q̇, t) + L2(q, q̇, t). (٧)

ليست q̇i في التوالي علي الثانية و الاولي الدرجة من متجانسة دوال هي L2 و L1

تربيعية. فقط
تحقق اذا ...،y ،x المتغيرات في q الرتبة من متجانسة دالة هي f(x, y, ...) دالة

الشرط

f(tx, ty, ...) = tqf(x, y, ...). (٨)

نحسب ...،y
′

= ty ،x
′

= tx نعرف

df(x
′

, y
′

, ...)

dt
=

dx
′

dt

∂f

∂x′
+

dy
′

dt

∂f

∂y′
+ ... ⇔ qtq−1f(x, y, ...) = x

∂f

∂(tx)
+ y

∂f

∂(ty)
+ ...

(٩)
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اولر مبرهنة علي نحصل t = 1 اجل من

∑

i

xi

∂f

∂xi

= qf. (١٠)

محافظة. بالضرورة ليست كثيرة اخري جمل لاغرانجيات ايضا تأخذه (7) الشكل
علي نحصل h علي اولر مبرهنة بتطبيق

h = L2 − L0. (١١)

الشكل دائما الحركية الطاقة تأخذ الاخري الجهة من

T = T0(q) + T1(q, q̇) + T2(q, q̇). (١٢)

اذن الواضح من

L0 = T0 − V , L1 = T1 , L2 = T2. (١٣)

اذن

h = T2 − T0 + V. (١٤)

بالتالي و T = T2 فان بالزمن يتعلق لا ~ri −→ qi المتغيرات تغيير كان اذا

h = T + V. (١٥)

الجملة. طاقة هي بالفعل هذه

هاميلتون معادلات و لوجوندر تحويل

و fj(qi, q̇i, t) = 0 هولونومية لقيود خاضعة فيزيائية جملة نفترض اخري مرة
الاحداثيات الي بالاضافة يتعلق معمم كمون من مشتقة قوي اي مونوجينية قوي

بالعلاقة تعطي و U = U(qi, q̇i, t) اي المعممة السرعات علي المعممة

Qj = − ∂U

∂qj
+

d

dt

(

∂U

∂q̇j

)

. (١٦)

بالضبط تعطي للحركة معادلة n لدينا حرية درجة n علي تحتوي جملة اجل من
لاغرانج بمعادلات

∂L

∂qi
− d

dt

(

∂L

∂q̇i

)

= 0. (١٧)

ابتدائي. شرط 2n تقديم يتطلب حلها الثانية الرتبة من تفاضلية معادلات هذه
قيمة n ال و qi للموضع قيمة n ال تقديم يمكن الابتدائية الشروط علي كمثال

.t0 الابتدائية اللحظة في q̇i للسرعة
بعد n ال ذو التمثيلات فضاء في (q1, ..., q2) نقطة هي الجملة تمثيلة او حالة

لاغرانج. معادلة حل بالضبط يحدده مسار الزمن خلال تختط
بمعادلات الحركة معادلات تعطي للميكانيك الهاميلتونية الصياغة في
الابتدائية الشروط عدد لان هاميلتون. بمعادلات تعرف الاولي الرتبة من تفاضلية
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عدد فان اللاغرانجية، الصياغة في كما ،2n يساوي نفسه يبقي ان يجب الضرورية
ان يجب الجملة حالة لوصف الضرورية الاولي الرتبة من التفاضلية المعادلات
نأخذ ان جدا الطبيعي من متغير. 2n ب نعمل ان يجب انه اي معادلة 2n ب يعطي
n ال فنأخذ الاخر النصف اجل من اما qi معممة احداثية n ال المتغيرات هذه نصف

ب تعرف التي pi معممة حركة كمية

pi =
∂L(qj, q̇j , t)

∂q̇i
. (١٨)

الصياغة في الجملة تمثيلة او حالة القانونية. بالمتغيرات (qi, pi) الزوج يعرف
بعد 2n ذو فضاء في (q1, q2, ..., qn, p1, p2, ..., pn) بنقطة تعطي الهاميلتونية
كميات و بالاحداثيات المحاور تعطي اين للجملة الطوري بالفضاء يعرف
النقطة حركة معادلات هي هاميلتون معادلات .pi و qi المعممة الحركة

الطوري. الفضاء في (q1, q2, ..., qn, p1, p2, ..., pn)
تغيير يتطلب الهاميلتونية الصياغة الي اللاغرانجية الصياغة من الانتقال

الشكل من متغيرات

(qi, q̇i, t) −→ (qi, pi, t). (١٩)

لوجوندر. تحويل باسم يعرف ما علي مثال هذا
.x متغير في f(x) لدالة لوجوندر تحويل بتعريف نذكر نواصل ان قبل

الشرط تحقق انها اي محدبة الدالة ان نفترض

d2f

dx2
> 0. (٢٠)

الميل الدالة كالتالي: عليه نعبر ان ايضا يمكن الشرط هذا

s(x) =
df

dx
(٢١)

كل اجل من s ل واحدة قيمة هناك اذن .x في فقط، تتزايد لانها رتيبة، دالة هي
مفردة دالة لتعطي العكس تقبل و القيمة مفردة هي s = s(x) الدالة ان اي x نقطة

.x = x(s) القيمة
x = x(s) العكسية الدالة نستعمل مستقل، كمتغير s الميل من الابتداء يمكن اذن
x ل القيمة بهذه نعوض ثم ،s للميل المقابلة x ل الوحيدة القيمة علي للحصول
نقطة هي f(x) للدالة g(s) لوجوندر تحويل .f(x(s)) علي لنحصل f الدالة في

اي العينات محور مع x = x(s) النقطة في للدالة المماس المستقيم تقاطع

f(x(s)) = sx(s)− g(s) ⇔ g(s) = sx(s)− f(x(s)). (٢٢)

المستقيمات: و النقاط بين للثنائية تطبيق هو لوجوندر تحويل .10 الشكل انظر
(s,−g) الازواج بمجموعة او (x, y) النقاط بمجموعة اعطائها يمكن f الدالة
ايضا لوجوندر تحويل تعريف يمكن . −g التقاطع نقاط و s الميول من المشكلة

التعظيم بعملية

g(s) = maxx(sx− f(x)). (٢٣)

ب يعطي f للدالة التام التفاضل .y و x متغيرين في f(x, y) دالة الان نعتبر

df = udx+ vdy , u =
∂f

∂x
, v =

∂f

∂y
. (٢٤)
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f(x, y) الدالة يحول (u, y) المتغيرات الي (x, y) المتغيرات من لوجوندر تحويل
ب المعرفة g(u, y) الدالة الي

g = ux− f. (٢٥)

التفاضل نحسب

dg = xdu− vdy ≡ ∂g

∂u
du +

∂g

∂y
dy. (٢٦)

علي اذن نحصل

x =
∂g

∂u
, v = −∂g

∂y
. (٢٧)

الهاميلتونية الصياغة الي اللاغرانجية الصياغة من الانتقال فان قلنا كما
عوض اذن .(qi, pi, t) المتغيرات الي (qi, q̇i, t) المتغيرات من لوجوندر تحويل يكافئ
الصياغة في نعمل، سوف t و q̇i،qi في دالة هي التي L = L(qi, q̇i, t) اللاغرانجية
بتحويل معرفة t و pi ،qi في دالة هي التي H بالهاميلتونية يسمي بما الهاميلتونية،

لوجوندر

H(qi, pi, t) =
∑

i

q̇ipi − L(qi, q̇i, t). (٢٨)

جهة من نحسب

dH =
∂H

∂qi
dqi +

∂H

∂pi
dpi +

∂H

∂t
dt. (٢٩)

نحسب الاخري الجهة من

dH = q̇idpi + pidq̇i −
∂L

∂q̇i
dq̇i −

∂L

∂qi
dqi −

∂L

∂t
dt

= q̇idpi −
∂L

∂qi
dqi −

∂L

∂t
dt

= q̇idpi − ṗidqi −
∂L

∂t
dt. (٣٠)

للحركة هاميلتون معادلات علي نحصل بالمقارنة

q̇i =
∂H

∂pi
, −ṗi =

∂H

∂qi
. (٣١)

علي ايضا نحصل

−∂L

∂t
=

∂H

∂t
. (٣٢)

الاتي لدينا المعممة الاحداثيات و الفيزيائية الجمل من كبير قسم اجل من
متحقق:

L(qi, q̇i, t) = L0(qi, t)+L1(qi, q̇i, t)+L2(qi, q̇i, t)الشكل تكتبعلي اللاغرانجية •
متجانسة دالة هي L1 و q̇i في الثانية الدرجة من متجانسة دالة هي L2 حيث

نحسب الحالة هذه في .q̇i في الاولي الدرجة من

q̇ipi = q̇i
∂L1

∂q̇i
+ q̇i

∂L2

∂q̇i
= L1 + 2L2. (٣٣)
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اذن

H = L2 − L0. (٣٤)

.T = T2(qi, q̇i, t)+T1(qi, q̇i, t)+T0(qi, t) الشكل الحركية الطاقة تأخذ عموما •
صراحة بالزمن تتعلق لا المعممة الاحداثيات تعرف التي المعادلات كانت اذا
T2 حيث T = T2 بالتالي و ~vi =

∑

j q̇j∂~ri/∂qj فان ~ri = ~ri(q1, q2, ..., qn) اي
الطاقة كانت اذا الاخري الجهة من .q̇i في تربيعية q̇i و qi في دالة هي
اذن .L0 = −V و L1 = 0 ،L2 = T فان q̇i المعممة بالسرعات تتعلق لا الكامنة

علي نحصل

H = T + V. (٣٥)

للجملة. الكلية الطاقة هي هذه

ان هاميلتون معادلات باستعمال صعوبة بدون نبرهن ان يمكن

dH

dt
=

∂H

∂t
. (٣٦)

بالزمن يتعلق لا L فان صراحة بالزمن تتعلق لا الكامنة الطاقة كانت اذا اذن
هي H الهاميلتونية ان اي صراحة بالزمن يتعلق لا H فان بالتالي و صراحة

الزمن. في منحفظة

المعدل هاميلتون مبدأ التغاير: حساب من هاميلتون معادلات

مبدأ من اشتقاقها يمكن للحركة لاغرانج معادلات فان السابق في بينا كما
الشكل يأخذ الذي التكاملي هاميلتون

δI = δ

∫ t2

t1

dtL(qi, q̇i, t) = 0. (٣٧)

النقطتين بين التمثيلات فضاء في معرفة طرق علي يتم التغاير حساب فان بالطبع
.(q1(t2), ..., qn(t2)) و (q1(t1), ..., qn(t1))

بالتالي و الطوري الفضاء في الجملة حالة حركة تخص هاميلتون معادلات
بالضرورة يجب المعادلات هاته الي يؤدي ان يمكن الذي التغايري المبدأ فان

الطوري. الفضاء في صياغته
هاميلتون مبدأ في L(qi, q̇i, t) =

∑

i q̇ipi − H(qi, pi, t) بالمعادلة بالتعويض
في الطرق انها علي التغاير عليها يحسب التي الطرق تفسير اعادة ثم اعلاه،
(q1(t1), ..., qn(t1), p1(t1), ..., pn(t1)) النقطتين بين تربط التي الطوري الفضاء
الذي المعدل هاميلتون مبدأ علي نحصل ،(q1(t2), ..., qn(t2), p1(t2), ..., pn(t2)) و

ب يعطي

δI = δ

∫ t2

t1

dt

(

∑

i

q̇ipi −H(qi, pi, t)

)

= 0. (٣٨)

من اي (37) هاميلتون مبدأ شكل نفس من بعد 2n ذو فضاء في تغايري مبدأ هذا
الشكل

δI = δ

∫ t2

t1

dtL(qi, q̇i, pi, ṗi, t) = 0. (٣٩)
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ب معطاة مباشرة هي المبدأ هذا اجل من لاغرانج معادلات

d

dt

(

∂L
∂q̇i

)

− ∂L
∂qi

= 0 ⇔ d

dt

(

pi
)

+
∂H

∂qi
= 0. (٤٠)

d

dt

(

∂L
∂ṗi

)

− ∂L
∂pi

= 0 ⇔ d

dt

(

0
)

− q̇i +
∂H

∂pi
= 0. (٤١)

للحركة. هاميلتون معادلات علي مباشرة نحصل نري كما

القانونية التحويلات

احداثية هي qi المعممة الاحداثية الدورية. المعممة بالاحداثيات بالتذكير نبدأ
باستعمال الحالة، هذه في اذن بها. H = H(qi, pi) الهاميلتونية تتعلق لم اذا دورية
في منحفظة هي pi المقابلة المعممة الحركة كمية ان نجد هاميلتون، معادلات

اذن لدينا الزمن.

−ṗi =
∂H

∂qi
= 0 ⇒ pi = βi = constant. (٤٢)

عملية هو هاميلتون معادلات حل : كالتالي هي هنا الاولي الاساسية الملاحظة
الدورية. الاحداثيات حالة في سهلة

المعممة الحركة كميات و المعممة الاحداثيات اختيار ان الاخري الجهة من
الممكنة. الاختيارات من منته غير عدد هناك لان مجملها في كيفية عملية هو
معممة احداثيات اختيار مصلحتنا من فانه هاميلتون معادلات حل يهمنا دائما لانه
المعممة الاحداثيات كل او بعض اجلها من يكون Pi معممة حركة كميات و Qi

معادلات تحقق ان الاخري هي يجب (Qi, Pi) الجديدة المجموعة هذه دورية. Qi

الاصلية للهاميلتونية عموما مغايرة K(Qi, Pi) جديدة بهاميلتونية هاميلتون
يسمي (qi, pi) −→ (Qi, Pi) التحويل فان بالضبط السبب هذا اجل من .H(qi, pi)

قانوني. تحويل
المعطي التمثيلات فضاء في المتغيرات لتغيير تعميم هو القانوني التحويل
تغيير الحقيقة في هو القانوني التحويل .qi −→ Qi = Qi(qi, t) النقطي بالتحويل

الشكل من الطوري الفضاء في متغيرات

qi −→ Qi = Qi(qj , pj , t) , pi −→ Pi = Pi(qj , pj, t). (٤٣)

اي H = H(qi, pi) بهاميلتونية هاميلتون معادلات يحل (qi, pi) الزوج ان نفترض

q̇i =
∂H

∂pi
, −ṗi =

∂H

∂qi
. (٤٤)

المعدل: هاميلتون مبدأ من اشتقاقها يمكن المعادلات هذه فان اعلاه بينا كما

δ

∫ t2

t1

(piq̇i −H(q, p, t)) = 0. (٤٥)

pi −→ Pi = Pi(qj , pj , t) ،qi −→ Qi = Qi(qj , pj, t) التحويل فان قليل قبل قلنا كما
معادلات ايضا يحل (Qi, Pi) الجديد الزوج ان نفترض لاننا قانوني تحويل هو
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Pi و Qi الجديدة المتغيرات ان اي K(Q,P, t) جديدة بهاميلتونية لكن هاميلتون
الجديدة هاميلتون معادلات اذن لدينا قانونية. متغيرات هي

Q̇i =
∂K

∂Pi

, −Ṗi =
∂K

∂Qi

. (٤٦)

المعدل هاميلتون مبدأ من المعادلات هذه نشتق ان يمكننا انه الواضح من

δ

∫ t2

t1

(PiQ̇i −K(Q,P, t)) = 0. (٤٧)

لدينا يكون ان يجب اذن

δ

∫ t2

t1

(piq̇i −H(q, p, t)) = δ

∫ t2

t1

(PiQ̇i −K(Q,P, t)) = 0. (٤٨)

بالمقابل او

λ(piq̇i −H(q, p, t)) = PiQ̇i −K(Q,P, t) +
dF

dt
. (٤٩)

مستمرة. ثانية مشتقة ذات الطوري الفضاء احداثيات في دالة هي F و ثابت هي λ
التي اما الممتدة القانونية التحويلات نسميها λ 6= 1 لها التي القانونية التحويلات

القانونية. بالتحويلات اختصارا فنسميها λ = 1 لها
الذي السلمي بالتحويل يسمي جدا خاض قانوني تحويل عن ناجم λ الثابت

كالتالي: يعرف

qi −→ Qi = µqi , pi −→ Pi = νpi. (٥٠)

القديمة هاميلتون معادلات الي تؤدي الجديدة هاميلتون معادلات ثوابت. هي ν و µ
الحل مع

K(Qi, Pi) = λH(qi, pi) , λ = µν. (٥١)

اي

λ(piq̇i −H(q, p, t)) = PiQ̇i −K(Q,P, t). (٥٢)

مثلا نفترض مناسب. سلمي تحويل باستعمال λ = 1 اختيار دائما يمكننا
التحويل نعتبر .λ 6= 1 مع (qi, pi) −→ (Q

′

i, P
′

i ) قانوني تحويل لدينا انه
القانوني التحويل .λ = µν مع (Qi, Pi) −→ (Q

′

i = µQi, P
′

i = νPi) السلمي
التحويل و (qi, pi) −→ (Qi, Pi) القانوني للتحويل تركيب هو (qi, pi) −→ (Q

′

i, P
′

i )

يمكننا الاهمية. عديم تحويل هو السلمي التحويل .(Qi, Pi) −→ (Q
′

i, P
′

i ) السلمي
.λ = 1 له (qi, pi) −→ (Qi, Pi) القانوني التحويل ان بسهولة التحقق

دون λ = 1 لها التي القانونية التحويلات علي بالكامل التركيز يمكننا اذن
لدينا التحويلات هذه اجل من القانونية. للتحويلات تناولنا في عمومية اي فقدان

piq̇i −H(q, p, t) = PiQ̇i −K(Q,P, t) +
dF

dt
. (٥٣)

و Qi = Qi(qj , pj) اي صراحة بالزمن تتعلق لا التي القانونية التحويلات
المحدودة. القانونية بالتحويلات تسمي Pi = Pi(qj , pj)
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الي بالاضافة Pi و pi ،Qi ،qi الطوري الفضاء احداثيات في دالة هي F الدالة
Pi = Pi(qj , pj , t) Qiو = Qi(qj , pj, t) باستعمال متغير. 4n+1في دالة انها اي الزمن
تسمح F الدالة متغير. 2n + 1 في دالة الواقع في هي F ان نري معكوساتها و
متغيراتها نصف نأخد عندما فقط القانوني للتحويل المضبوط الشكل بتعيين لنا
الطورية الاحداثيات من الاخر النصف و (qi, pi) القديمة الطورية الاحداثيات من
اذن القانوني. التحويل مولد دور تلعب F فان الحالة هذه في . (Qi, Pi) الجديدة

التالية المولدة بالدوال معينة القانونية التحويلات من فقط انواع اربعة لدينا

F = F1(qi, Qi, t). (٥٤)

F = F2(qi, Pi, t). (٥٥)

F = F3(pi, Qi, t). (٥٦)

F = F4(pi, Pi, t). (٥٧)

الثانية. و الاولي الحالتين التفصيل ببعض تبقي فيما نناقش

الحالة هذه في الاولي: الحالة

F = F1(qi, Qi, t). (٥٨)

نحسب

piq̇i −H = PiQ̇i −K +
∂F1

∂t
+

∂F1

∂qi
q̇i +

∂F1

∂Qi

Q̇i. (٥٩)

علي نحصل خطيا مستقلان Qi و qi لان

pi =
∂F1

∂qi
, Pi = −∂F1

∂Qi

. (٦٠)

K = H +
∂F1

∂t
. (٦١)

في دالة تكون ان يجب المولدة الدالة فان الحالة هذه في الثانية: الحالة
بالمقارنة .Pi الجديدة المعممة الحركة كميات و qi القديمة المعممة الاحداثيات
يجب (53) المعادلة في فانه بالتالي هناك. Qi دور يلعب هنا Pi فان الاولي بالحالة

كالتالي المولدة الدالة باختيار ذلك تحقيق يمكن .QiṖi ب PiQ̇i تعويض

F = F2(qi, Pi, t)−QiPi. (٦٢)

الان نحسب

piq̇i −H = −QiṖi −K +
∂F2

∂t
+

∂F2

∂qi
q̇i +

∂F2

∂Pi

Ṗi. (٦٣)
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علي نحصل خطيا مستقلان هما Pi و qi لان اخري مرة

pi =
∂F2

∂qi
, Qi =

∂F2

∂Pi

. (٦٤)

K = H +
∂F2

∂t
. (٦٥)

نكتب الرابعة و الثالثة الحالتين اجل من

F = F3(pi, Qi, t) + qipi. (٦٦)

F = F4(pi, Pi, t) + qipi −QiPi. (٦٧)

بالتحويلات تسمي بالزمن تتعلق لا المولدة دالتها تكون التي القانونية التحويلات
اجلها من و المحدودة القانونية

اي K = H

∂F

∂t
= 0 ⇒ K = H. (٦٨)

ليوفيل مبرهنة و بواسون اقواس السمبليكتية، الصياغة

مختلف، اخر شكل علي القانونية التحويلات كتابة يمكن : السمبليكتي الشرط
هاميلتون. لمعادلات (١) السمبليكتية الصياغة باستعمال المولدة، للدوال مكافئ لكن
كميات و qi المعممة الاحداثيات من المشكل بعد 2n في η الشعاع نعرف اولا
الاحداثيات من المشكل بعد 2n في ايضا المعرف ξ الشعاع و ،pi المعممة الحركة

اي Pi المعممة الحركة كميات و Qi المعممة

η =

(

qi
pi

)

, ξ =

(

Qi

Pi

)

. (٦٩)

المحدود القانوني التحويل معادلات الطوري. الفضاء في معرفة اشعة هذه
الشكل علي كتابتها يمكن Pi = Pi(qj , pj) و Qi = Qi(qj , pj)

ξ = ξ(η). (٧٠)

ب تعطي η المتغيرات في هاميلتون معادلات

η̇ = J
∂H

∂η
. (٧١)

ب تعطي و 2nx2n هي J المصفوفة

J =

(

0 1n

−1n 0

)

. (٧٢)

symplectic formulation.(١)
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ب تعطي ξ المتغيرات في هاميلتون معادلات

ξ̇ = J
∂H

∂ξ
. (٧٣)

ب M المصفوفة نعرف

Mij =
∂ξi
∂ηj

. (٧٤)

لدينا

ξ̇i = Mij η̇j

= MijJjk
∂H

∂ηk

= MijJjkMlk

∂H

∂ξl

= (MJMT )il
∂H

∂ξl
. (٧٥)

علي اذن نحصل بالمقارنة

MJMT = J. (٧٦)

الشرط ان . سمبليكتية مصفوفة هي M المصفوفة و السمبليكتي الشرط هو هذا
حتي القانونية التحويلات كل اجل من كافي و ضروري شرط هو السمبليكتي
التي المحدودة القانونية التحويلات اجل من فقط ليس و بالزمن تتعلق التي تلك
مولدة. دالة وجود يستلزم السمبليكتي الشرط ان نبرهن ان يمكن اعلاه. اعتبرناها
التحويلات مجموعة ان علي للبرهان السمبليكتية الصياغة استعمال يمكن ايضا

زمرة. تشكل القانونية

القانونية التحويلات ان نبرهن ان يمكن الصغر: في المتناهية القانونية التحويلات
تحويل اي فان زمرة بنية لدينا لانه اولا كالتالي. السمبليكتي الشرط تحقق

كالاتي تفكيكه يمكن قانوني

η =

(

qi
pi

)

−→ ξ(η, t0) =

(

Qi(q, p, t0)
Pi(q, p, t0)

)

−→ ξ(η, t) =

(

Qi(q, p, t)
Pi(q, p, t)

)

. (٧٧)

بالزمن. يتعلق لا محدود قانوني تحويل لانه السمبليكتي الشرط يحقق الاول الحد
تحويلات من تركيبه يمكن الثاني التحويل فان زمرة بنية لدينا لانه اخري مرة
متناهية صغيرة مجالات الي t − t0 المجال نقسم اي الصغر في متناهية قانونية

مجال. كل في القانوني التحويل فقط نعتبر و dt الصغر في
الدالة ان نلاحظ اولا الصغر. في المتناهية القانونية التحويلات بتعريف نبدأ
نبرهن ان يمكن بالفعل .(٢) كالتطابق يؤثر الذي القانوني التحويل تولد F2 = qiPi

في المتناه القانوني التحويل .K = H و Pi = pi ،Qi = qi ان علي الحالة هذه في
اذن يقابل الصغر

F2 = qiPi + ǫG(qj , Pj , t). (٧٨)

identity.(٢)
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نحسب

Pi = pi − ǫ
∂G

∂qi
, Qi = qi + ǫ

∂G

∂Pi

= qi + ǫ
∂G

∂pi
. (٧٩)

الدالة الزمن. و ،P و q عوض ،p و q في دالة انها علي G في نفكر ان يمكننا انه اي
لدينا الصغر. في المتناه القانوني للتحويل المولدة الدالة هي G

δpi = Pi − pi = −ǫ
∂G

∂qi
, δqi = Qi − qi = ǫ

∂G

∂pi
. (٨٠)

المتراص الشكل علي (80) المعادلات هذه نكتب ان يمكن

δη = ξ − η = ǫJ
∂G

∂η
. (٨١)

اعلاه الصغر في المتناه القانوني التحويل اجل من نحسب ان يمكن ايضا

M =
∂ξ

∂η
= 1 +

∂

∂η
δη

= 1 + ǫJ
∂2G

∂η∂η
. (٨٢)

ب معطاة بمركبات متناظرة مصفوفة هي ∂2G/∂η∂η المصفوفة

( ∂2G

∂η∂η

)

ij
=

∂2G

∂ηi∂ηj
. (٨٣)

القانونية التحويلات اجل من السمبليكتي الشرط من مباشرة الان نتحقق ان يمكن
كالتالي الصغر في المتناهية

MJMT =

(

1 + ǫJ
∂2G

∂η∂η

)

J

(

1− ǫ
∂2G

∂η∂η
J

)

= J. (٨٤)

بالضبط هو اعلاه الصغر في المتناه القانوني التحويل فان ǫ = dt اخترنا اذا
الشرط اذن يحقق التحويل هذا . t = t0 + dt مع ξ(η, t0) −→ ξ(η, t) التحويل
و ،(77) ل الثاني الحد في يظهر الذي القانوني التحويل فان بالتالي و السمبليكتي
يحقق ، ǫ = dt النوع من الصغر في متناهية قانونية لتحويلات تركيب هو الذي

المراد. هو و السمبليكتي الشرط

الطوري الفضاء علي v و u لدالتين بواسون اقواس نعرف بواسون: اقواس
بالعلاقة pi و qi للمتغيرات بالنسبة

[u, v]η =
∑

i

(

∂u

∂qi

∂v

∂pi
− ∂u

∂pi

∂v

∂qi

)

=

(

∂u

∂η

)T

J
∂v

∂η
. (٨٥)
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ب تعطي التي الاساسية بواسون باقواس يسمي ما مباشرة نحسب

[η, η]η = J. (٨٦)

الشكل المركبات بدلالة تأخذ العلاقة هذه

[qi, qj ]η = 0 , [pi, pj]η = 0 , [qi, pj ]η = −[pi, qj ]η = δij . (٨٧)

الان نحسب

[u, v]η =
∂u

∂ηi
Jij

∂v

∂ηj

=
∂u

∂ξk

∂ξk
∂ηi

Jij
∂ξl
∂ηj

∂v

∂ξl

=
∂u

∂ξk
(MJMT )kl

∂v

∂ξl

= [u, v]ξ. (٨٨)

الشرط هذا القانونية. التحويلات تأثير تحت صامدة هي بواسون اقواس ان اي
للبرهان هذه الصمود خاصية استعمال يمكن ايضا السمبليكتي. للشرط تماما مكافئ
هناك القانوني. للتحويل مولدة دالة وجود يستلزم السمبليكتي الشرط ان علي
التحويلات تأثير تحت صامدة تبقي التي بواسون، اقواس الي بالاضافة اخري، اشياء

القانونية.
باستعمال .u = u(qi, pi, t) اي الزمن و pi ،qi المتغيرات في u دالة الان نعتبر

ب تعطي u للدالة الزمن في التامة المشتقة فان هاميلتون معادلات

du

dt
=

∑

i

(

∂u

∂qi
q̇i +

∂u

∂pi
ṗi

)

+
∂u

∂t

=
∑

i

(

∂u

∂qi

∂H

∂pi
− ∂u

∂pi

∂H

∂qi

)

+
∂u

∂t

= [u,H ]η +
∂u

∂t
. (٨٩)

كحالة هاميلتون معادلات علي الحصول يمكن .u الدالة حركة معادلة هي هذه
،q̇i = [qi, H ]η علي مباشرة نحصل u = qi, pi اخترنا اذا كالتالي. خاصة

علي اذن نحصل السمبليكتية الكتابة باستعمال .ṗi = [pi, H ]η

η̇ = [η,H ]η = J
∂H

∂η
(٩٠)

.(71) هاميلتون معادلات علي عبارة هي التي
باستعمال (81) الصغر في المتناهية القانونية التحويلات عن التعبير ايضا يمكن

علي نحصل (85) في v = G و u = η باختيار بواسون. اقواس

[η,G]η = J
∂G

∂η
, (٩١)

الشكل علي كتابته اذن يمكن (81) الصغر في المتناه القانوني التحويل

δη = ǫ[η,G]η. (٩٢)
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و δqi = dx[qi, pj]η = δijdx علي نحصل G = pj و ǫ = dx مثلا اخترنا اذا
.pj الحركة كمية تولده j الاتجاه في الانسحاب ان اي δpi = dx[pi, pj ]η = 0

δη = η̇dt = dη علي نحصل G = H و ǫ = dt اخترنا اذا الاتي. نعتبر ثاني كمثال
اي

ǫ = dt , G = H ⇒ δη = η̇dt = dη. (٩٣)

النتيجة هذه الزمن. في التطور اي الجملة حركة مولدة هي الهاميلتونية اذن
التحويل في G = H اخترنا اذا كالتالي. ايضا اليها الوصول يمكن جدا المهمة

ان مباشرة نستنتج (80) الصغر في المتناه القانوني

δpi = ǫṗi , δqi = ǫq̇i ⇒ ǫ = dt. (٩٤)

للانسحابات اي الصغر في المتناهية للحركة المولدة الدالة هي الهاميلتونية ان اي
الزمن في الجملة حركة ان نقول اخري بصيغه الصغر. في المتناهية الزمن في

الهاميلتونية. تولده قانوني تحويل هي

بواسون، اقواس الي بالاضافة اخري، اشياء هناك اعلاه قلنا كما ليوفيل: مبرهنة
التي القانونية التحويلات منها و القانونية التحويلات تأثير تحت صامدة تبقي
الطوري. الفضاء في الحجم هو الاخري الامور هذه اهم الزمن. في الجملة تحرك
ηi الاحداثيات بدلالة يعطي الطوري الفضاء في الصغر في المتناه الحجم

الحجم بعنصر

dVη = d2nη = dq1...dqndp1...dpn. (٩٥)

الذي dVξ الحجم الي dVη الحجم يتحول η −→ ξ القانوني التحويل تأثير تحت
ب يعطي

dVξ = d2nξ = dQ1...dQndP1...dPn. (٩٦)

للتحويل الجاكوبي بالمحدد معروف هو كما مرتبطان dVξ و dVη الحجمان هذان
لدينا بالضبط .η −→ ξ القانوني

d2nξ = |det ∂ξi
∂ηj

|d2nη

= |detMij |d2nη. (٩٧)

اي

dVξ = ||M ||dVη. (٩٨)

الي يؤدي MJMT = J السمبليكتي الشرط فان الاخري الجهة من

detJ = det(MJMT )

= detM.detJ.detMT

= detJ.(detM)2. (٩٩)

بالتالي و |M |2 = 1 اذن نستنتج

dVξ = dVη. (١٠٠)
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يستلزم هذا القانونية. التحويلات تأثير تحت صامد الصغر في المتناه الحجم اذن
التحويلات تأثير تحت صامد هو الطوري الفضاء في منطقة اي حجم ان مباشرة

الصامد التكامل اذن لدينا القانونية.

Vη =

∫

dVη

=

∫

d2nη

=

∫

dq1...dqndp1...dpn. (١٠١)

لبوانكريه. الصامد التكامل باسم التكامل هذا يعرف
dNη علي يحتوي الطوري الفضاء في dVη الصغر في متناه حجم الان نعتبر
للجملة معينه حالة تعرف النقاط هذه من نقطة كل .(q1, ..., qn, p1, ..., pn) نقطة
الشروط باختلاف فقط بينها فيما تختلف t0 ابتدائية لحظة في الفيزيائية

ب تعرف الحالات كثافة الابتدائية.

ρ =
dNη

dVη

. (١٠٢)

تأثير تتطورتحت النقاط كانت اذا الزمن في يتغير لا الحجم فان اعلاه بينا كما
شكله يتغير ان يمكن dVη الحجم فان الزمن مرور مع اذن هاميلتون. معادلات
dVη الحجم داخل dNη الحالات عدد ان الواضح من قيمته. تتغير ان يمكن لا لكن
فريد بشكل تحددها للجملة اللاحقة الحركة كل لان الزمن في ثابت ايضا يبقي
dVη الحجم داخل النقاط كل فان بالتالي و الطوري الفضاء في الابتدائية المواقع
. t اللحظة في dVη الجديد الحجم لتحتل البعض بعضها مع تتحرك t0 اللحظة في

اي الزمن في ثابته تكون ان يجب الحالات كثافة ان اذن نستنتج

dρ

dt
= 0. (١٠٣)

،qi الاحداثيات في الطوري الفضاء في دالة هي ρ الدالة ليوفيل. مبرهنة هي هذه
لدينا (89) النتيجة باستعمال الزمن. و pi

dρ

dt
= [ρ,H ]η +

∂ρ

∂t
. (١٠٤)

المكافئ الشكل اذن تأخذ ليوفيل مبرهنة

∂ρ

∂t
= −[ρ,H ]η. (١٠٥)

القانونية التحويلات : القانونية للتحويلات السلبي التفسير و الايجابي التفسير
ننتقل القانوني للتحويل السلبي التفسير في سلبيا. او ايجابيا اما تفسيرها يمكن
.Pi و Qi باحداثيات ξ الطوري الفضاء الي pi و qi باحداثيات η الطوري الفضاء من
بالتمثيلة ايضا و A = (qi, pi) بالتمثيلة توصف ان يمكن t اللحظة في الجملة اذن
نفس تأخد الجملة متغيرات في u دالة اي اخري بعبارة .A

′

= (Qi, Pi) المحولة
pi و qi علي u ل الدالي التعلق ان رغم ξ و η الفضائين في u(A) = u(A

′

) القيمة
.Pi و Qi المتغيرات علي الدالي تعلقها عن عموما يختلف

احداثيات هي Pi و Qi الاحداثيات فان القانوني للتحويل الايجابي التفسير في
القانوني التحويل اذن .A للنقطة مغايرة η الطوري الفضاء نفس في B اخري نقطة
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يسمح انه بمعني B = (Qi, Pi) النقطة الي A = (qi, pi) النقطة من الجملة يحرك
فان المنظور هذا من اذن العكس. و A التمثيلة بدلالة B التمثيلة عن بالتعبير لنا
المتغيرات علي الدالي تعلقها ان رغم B الي A من الانتقال عند تتغير u الدالة قيمة
الانتقال عند الدالة قيمة في ∂u التغير .Pi و Qi المتغيرات علي نفسه هو pi و qi

ب يعطي B الي A من

∂u = u(B)− u(A)

= u(η + δη)− u(η)

=
∂u

∂η
δη

= ǫ
∂u

∂η
J
∂G

∂η

= ǫ[u,G]η. (١٠٦)

تحت تتغير الهاميلتونية لان قليلا معقدة الامور فان الهاميلتونية اجل من
كالتالي الزمن علي المولدة الدالة تعلق حالة في القانوني التحويل تأثير
القانوني للتحويل السلبي التفسير في حتي اذن .K = H + ∂F2/∂t = H + ǫ∂G/∂t

في اما ،A
′

الي A من الانتقال عند K(A
′

) الي H(A) من تتغير الهاميلتونية فان
H(B) الي H(A) من الاعلي في كما تتغير الهاميلتونية فان الايجابي التفسير
قيمة في الفرق انه علي ∂H نعرف الحالة هذه في .B الي A من الانتقال عند

اي التفسيرين بين الهاميلتونية

∂H = (H(B)−H(A))− (K(A
′

)−H(A))

= H(B)−K(A
′

). (١٠٧)

تأثير تحت الدالة تتغير لم اذا حالة في السابق التعريق علي ينطبق التعريف هذا
الان نحسب القانونية. التحويلات

∂H = H(B)−H(A
′

)− ǫ
∂G

∂t

= H(B)−H(A)− ǫ
∂G

∂t

= ǫ[H,G]η − ǫ
∂G

∂t

= −ǫ
dG

dt
. (١٠٨)

للحركة ثابت هي G المولدة الدالة كانت اذا كالتالي: هي هنا الاساسية الخلاصة
الهاميلتونية قيمة من يغير لا لها المقابل الصغر في المتناه القانوني التحويل فان
مولدات بالضبط هي الحركة ثوابت اذن صامدة. الهاميلتونية يترك انه اي

صامدة. الهاميلتونية تترك التي الصغر في المتناهية القانونية التحويلات

جاكوبي - هاميلتون معادلة

نريد حيث (Qi, Pi) الاحداثيات الي (qi, pi) الاحداثيات من قانوني تحويل نعتبر
التحويل هذا .Pi = αi و Qi = βi اي الزمن في ثوابت Pi و Qi تكون ان
لان .K(Q,P, t) المحولة الهاميلتونية انعدام بافتراض تحقيقه يمكن القانوني
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لدينا يكون ان اذن يجب K(Q,P, t) = H(q, p, t) + ∂F/∂t

H(q, p, t) +
∂F

∂t
= 0. (١٠٩)

باستخدام .F = F2(qi, Pi, t) اي الثاني النوع من F المولدة الدالة اخذ الملائم من
الشكل علي اعلاه المعادلة نكتب ان يمكن pi = ∂F2/∂qi التحويل معادلة

H(q1, q2, ..., qn,
∂F2

∂q1
,
∂F2

∂q2
, ...,

∂F2

∂qn
, t) +

∂F2

∂t
= 0. (١١٠)

الرتبة من جزئية تفاضلية معادلة هذه جاكوبي. - هاميلتون معادلة هي هذه
ب الحل الي نرمز .F2 المولدة الدالة اجل من t و qn،.... ،q1 متغير n+ 1 في الاولي
من الرئيسية. هاميلتون بدالة نسميه و F2 = S = S(q1, ..., qn, α1, ..., αn, αn+1, t)
فان حل S كانت اذا انه ايضا الواضح من التكامل. ثوابت هي αi الاعداد ان الواضح
يظهر ،αn+1 هو ليكن و ، تكامل ثابت هناك فان اخري بعبارة حل. ايضا هي S + α
اخذ عند يختفي لانه الحل في تماما مهم غير هو بالتالي و S الي مضافا فقط

الشكل يأخذ F2 = S الحل اذن الجزئية. الاشتقاقات

F2 = S = S(q1, ..., qn, α1, ..., αn, t). (١١١)

Pi الحركة كميات جاكوبي. - هاميلتون لمعادلة التام بالحل يسمي الحل هذا
بدون و اذن اخذها يمكن الفقرة هذه بداية في الزمن في ثوابت انها افترضنا التي

اي αi للثوابت مساوية مشاكل اي

Pi = αi. (١١٢)

الشكل علي الان pi = ∂F2/∂qi المعادلة نكتب

pi =
∂S(q, α, t)

∂qi
. (١١٣)

.αi و pi و qi ل الابتدائية القيم بين المعادلة هذه تربط t0 الابتدائية اللحظة في
من انطلاقا pi و qi ل الابتدائية القيم بدلالة αi التكامل ثوابت تعيين يمكن اذن

المعادلة. هذه
الشكل علي الان تكتب Qi = ∂F2/∂Pi المعادلة فان الاخري الجهة من

Qi = βi =
∂S(q, α, t)

∂αi

. (١١٤)

الابتدائية القيم بدلاله βi بتعيين لنا تسمح المعادلة هذه t0 الابتدائية اللحظة في
اي الزمن و βi ،αi بدلالة qi علي للحصول قلبها يمكن المعادلة هذه .αi و qi ل

qi = qi(α, β, t). (١١٥)

الزمن و βi ،αi بدلالة pi علي نحصل pi = ∂S(q, α, t)/∂qi المعادلة في بالتعويض
اي

pi = pi(α, β, t). (١١٦)

هاميلتون. لمعادلات التام الحل البعض بعضهما مع (116) و (115) المعادلتان تشكل
عن عبارة هي التي ،S = S(q, α, t) الرئيسية هاميلتون دالة ايجاد ان اذن نستنتج
حل عبر الزمن، في ثابتة لاحداثيات يأخذنا الذي القانوني للتحويل المولدة الدالة
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للحركة. هاميلتون لمعادلات حل لايجاد مكافئ هو جاكوبي - هاميلتون معادلة
- هاميلتون لمعادلة تماما مكافئة للحركة هاميلتون معادلات فان اخري بعبارة

جاكوبي.
كالتالي. اكثر توضيحه يمكن الرئيسية هاميلتون لدالة الفيزيائي المعني

نحسب

dS

dt
=

∂S

∂qi
q̇i +

∂S

∂t

= piq̇i −H

= L. (١١٧)

الفعل: هو S ان اي

S =

∫

Ldt+ constant. (١١٨)

جاكوبي - هاميلتون معادلة فان صراحة بالزمن تتعلق لا الهاميلتونية كانت اذا
الشكل من تصبح

H(qi,
∂S

∂qi
) +

∂S

∂t
= 0. (١١٩)

الشكل من حل بافتراض الزمن فصل يمكن

S(qi, αi, t) = W (qi, αi)− α1t. (١٢٠)

الشكل من جاكوبي - هاميلتون معادلة تصبح

H(qi,
∂W

∂qi
) = α1. (١٢١)

فيها تكون التي الحالات كل في الطاقة يساوي للحركة ثابت هي α1 ان اي
الدالة هذه المميزة. هاميلتون دالة تسمي W الدالة الطاقة. دالة هي الهاميلتونية
لا انها اي دورية الاحداثيات كل تأثيره تحت تصبح الذي القانوني التحويل تولد

المحولة. الهاميلتونية في تظهر
الحركة كميات فيه تكون الذي (qi, pi) −→ (Qi, Pi) القانوني التحويل لنعتبر
تتعلق لا W (qi, Pi) مولدة دالة مع αi تساوي حركة ثوابت Pi الجديدة المعممة
H(qi, pi) الهاميلتونية ان نفترض .K(Qi, Pi) = H(qi, pi) بالتالي و بالزمن صراحة
pi = ∂W/∂qi لدينا يكون ان يجب السابق في كما .α1 حركةتساوي ثابت هي
مكافئ هو H(qi, pi) = α1 المطلب فان بالتالي و Qi = ∂W/∂Pi = ∂W/∂αi و
ان اي K(Qi, Pi) = P1 القانوني التحويل هذا تأثير تحت انه نلاحظ .(121) ل
فهي بالتالي و Qi الجديدة المعممة بالاحداثيات تتعلق لا المحولة الهاميلتونية
ان هاميلتون معادلات من نستخلص ان ايضا يمكن هذا الي بالاضافة دورية. كلها
الجديدة المعممة الاحداثيات كل ان اي i 6= 1 اجل من Qi = βi و Q1 = t + β1

حركة. ثوابت هي الاولي باستثناء
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تمارين

كمية احسب . .l طول و m كتلة ذو بسيط نواس حركة نعتبر :1 تمرين
للحركة. هاميلتون معادلات اشتق ثم الجملة هاميلتونية و المعممة الحركة

قوة اي مركزية: قوة تأثير تحت المستوي في يتحرك جسيم نعتبر :2 تمرين
.r = |~r| بالمسافة الا يتعلق لا كمون من مشتقة

لاغرنج معادلات و الجملة لاغرانجية احسب و المعممة الاحداثيات عين •
للحركة.

الجملة. هاميلتونية و المعممة الحركة كميات احسب •

الحالة. هذه في دورية احداثيات هناك هل للحركة. هاميلتون معادلات احسب •
تستنتج؟ ماذا

.V (x, y, z) لكمون يخضع ابعاد ثلاث في يتحرك m كتلة ذو جسيم :3 تمرين

الديكارتية. الاحداثيات في الجسيم هاميلتونية اكتب •
الاسطوانية. الاحداثيات في الجملة هاميلتونية اشتق •

في الجسيم هاميلتونية و المعممة الحركة كميات لاغرانجية، احسب •
الكروية. الاحداثيات

.~g منتظم ثقالي حقل في حر سقوط حالة في جسيم نعتبر :4 تمرين

في منحفظة انها اي للحركة ثابت انها بين و الجسيم هاميلتونية عين •
الزمن.

الفضاء. هذا في الجسيم مسار هو ما الحالة. هذه في الطوري الفضاء صف •

p1 ≤ p ≤ p2 حركة كمية لها التي الطوري الفضاء في الحالات عدد احسب •
.E1 ≤ E ≤ E2 طاقة و

الفضاء في F المساحة مع متناسبا يكون ان يجب الحالات عدد ملحوظة:
.E1 ≤ E ≤ E2 و p1 ≤ p ≤ p2 ب المحددة الطوري

معادلات تأثير تحت السابق السؤال في المحسوب الحالات لعدد يحدث ماذا •
هاميلتون.

:5 تمرين

.Ω الزاوي تواتره و m كتلته واحد بعد في توافقي هزاز هاميلتونية اكتب •
ب تعطي الاول النوع من (q, p) −→ (Q,P ) قانوني لتحويل المولدة الدالة •

F1(q,Q) =
1

2
mΩq2 cotQ. (١٢٢)

صراحة. القانوني التحويل احسب

تلاحظ. ماذا .K(Q,P ) الجديدة الهاميلتونية احسب •
التوافقي. الهزاز مسار معادلات استنتج الجديدة. هاميلتون معادلات حل •
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نقطة تتحرك بحيث بالاهتزاز له يسمح m كتلته و l طوله نواس :6 تمرين
هاميلتون معادلات و الجملة هاميلتونية احسب .y = ax2 مكافئ قطع علي تعليقه
تواتر عين و الحركة معادلات حل التربيعي. التقريب في السؤال اعد للحركة.

الحركة.

ب تعطي جملة لاغرانجية :7 تمرين

L = q̇21 +
q̇22

a+ bq21
+ k1q

2
1 + k2q̇1q̇2. (١٢٣)

للحركة. هاميلتون معادلات و الجملة هاميلتونية احسب

نقطة تتحرك بحيث مستوي في يهتز l طوله و m كتلته نواس :8 تمرين
.γ زاوي بتواتر a قطرها نصف منتظمة دائرية حركة تعليقه

تبسيطها. حاول و الجملة لاغرانجية احسب •

الجملة. هاميلتونية احسب •

للحركة. هاميلتون معادلات اشتق •

:9 تمرين

ب تعطي جملة لاغرانجية •

L =
m

2
(q̇2 sin2 Ωt+ q̇qΩ sin 2Ωt+ q2Ω2). (١٢٤)

منحفظة. هي هل اللاغرانجية. بهذه المرفقة الهاميلتونية احسب

المتغير بدلالة اعلاه اللاغرانجية اكتب •

Q = q sinΩt. (١٢٥)

منحفظة. هي هل و اللاغرانجية بهذه المرفقة الهاميلتونية احسب

التحويل نعطي :10 تمرين

Q = log(
1

q
sin p) , P = q cot p. (١٢٦)

قانوني. التحويل هذا ان مباشرة بين

التالي التحويل نعطي :11 تمرين

Q1 = q1 , Q2 = p2 , P1 = p1 − 2p2 , P2 = −2q1 − q2. (١٢٧)

المولدة. دالته عين و قانوني تحويل هو التحويل هذا ان بين
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حلول

ب تعطي النواس حركة طاقة و سرعة موضع، :1 تمرين

~r = l(sin θî+ cos θĵ). (١٢٨)

~v = lθ̇(cos θî − sin θĵ). (١٢٩)

T =
1

2
ml2θ̇2. (١٣٠)

اي الثقالة قوة عمل بناقص معطاة للنواس الكامنة الطاقة

V = −W = −mgĵ~r = −mgl cos θ. (١٣١)

ب اذن تعطي الجملة لاغرانجية

L =
1

2
ml2θ̇2 +mgl cos θ. (١٣٢)

ب المعممة الحركة كمية الان نحسب

pθ =
∂L

∂θ̇
= ml2θ̇. (١٣٣)

كالتالي تحسب الجملة هاميلتونية

H = θ̇pθ − L

=
1

2
ml2θ̇2 −mgl cos θ

=
p2θ

2ml2
−mgl cos θ. (١٣٤)

ب تعطي هاميلتون معادلات

θ̇ =
∂H

∂pθ
=

pθ
ml2

, −ṗθ =
∂H

∂θ
= mgl sin θ. (١٣٥)

ب يعطي الموضع شعاع .φ ،r هي المعممة الاحداثيات :2 تمرين

~r = r~ur , ~ur = cosφî+ sinφĵ. (١٣٦)

اذن السرعة شعاع

~v = ṙ~ur + rφ̇~uφ , ~uφ = − sinφî + cosφĵ. (١٣٧)

اللاغرانجية و الحركية الطاقة

T =
1

2
m~v2 =

1

2
m(ṙ2 + r2φ̇2). (١٣٨)
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L = T − V =
1

2
m~v2 =

1

2
m(ṙ2 + r2φ̇2)− V (r). (١٣٩)

للحركة لاغرانج معادلات

r : mr̈ −mrφ̇2 +
∂V

∂r
= 0. (١٤٠)

φ :
d

dt
(mr2φ̇) = 0. (١٤١)

المعممة الحركة كميات

pr =
∂L

∂ṙ
= mṙ. (١٤٢)

pφ =
∂L

∂φ̇
= mr2φ̇. (١٤٣)

ب اذن تعطي الهاميلتونية

H = ṙpr + φ̇pφ − L =
1

2m
p2r +

1

2mr2
p2φ + V (r). (١٤٤)

للحركة هاميلتون معادلات

r : ṙ =
∂H

∂pr
=

pr
m

, −ṗr =
∂H

∂r
= −

p2φ
mr3

+
∂V

∂r
⇒ mr̈ −mrφ̇2 +

∂V

∂r
= 0. (١٤٥)

φ : φ̇ =
∂H

∂pφ
=

pφ
mr2

, −ṗφ =
∂H

∂φ
= 0 ⇒ d

dt
(mr2φ̇) = 0. (١٤٦)

المعممة الحركة كمية فان بالتالي و دورية احداثية هي φ المعممة الاحداثية
الجملة دوران تصف φ لان اعلاه. بيناه ما هو و منحفظة تكون ان يجب المقابلة

بالفعل للجملة. الحركي بالعزم مرتبط يكون ان يجب pφ فان

~L = m~rx~v = mr2φ̇~urx~uφ = pφk̂. (١٤٧)

الديكارتية الاحداثيات في الجملة هاميلتونية :3 تمرين

H =
p2x
2m

+
p2y
2m

+
p2z
2m

+ V (x, y, z). (١٤٨)

(٣) الاسطوانية الاحداثيات في الجملة هاميلتونية

H =
p2ρ
2m

+
p2φ

2mρ2
+

p2z
2m

+ V (ρ, φ, z). (١٤٩)

(٤) الكروية الاحداثيات في الجملة هاميلتونية

H =
p2r
2m

+
p2θ

2mr2
+

p2φ

2mr2 sin2 θ
+ V (r, θ, φ). (١٥٠)

.k̂ و ~uφ = − sinφî+ cos φĵ ،~uρ = cosφî+ sinφĵ الاسطوانية: الوحدة (٣)اشعة

،~ur = sin θ cosφî + sin θ sinφĵ + cos θk̂ الكروية: الوحدة (٤)اشعة

.ûφ = − sinφî+ cos φĵ و ~uθ = cos θ cosφî+ cos θ sinφĵ − sin θk̂
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(p = mż مع ) ب تعطي الجملة هاميلتونية :4 تمرين

H =
p2

2m
+mgz. (١٥١)

نبين ان يمكننا هاميلتون معادلات باستعمال

dH

dt
=

∂H

∂t
= 0 ⇒ H = E. (١٥٢)

الجملة. طاقة هو E الجملة حركة ثابت
و z بالموضع تعطي محاور مع الحالة هذه في بعدين ذو الطوري الفضاء

ب يعطي المسار هذا في الجملة مسار .p الحركة كمية

E =
p2

2m
+mgz ⇒ z =

1

mg
(E − p2

2m
). (١٥٣)

مكافئ. قطع معادلة هذه
E1 ≤ E ≤ E2 طاقة و p1 ≤ p ≤ p2 حركة كمية لها التي الحالات عدد
و p1 ≤ p ≤ p2 ب المحددة الطوري الفضاء في F المساحة مع متناسب هو

التالي التكامل طريق عن تحسب المساحة هذه .E1 ≤ E ≤ E2

F =

∫ p2

p1

dp

∫ 1

mg
(E2−

p
2

2m
)

1

mg
(E1−

p2

2m
)

dz =
E2 − E1

mg

∫ p2

p1

dp =
E2 − E1

mg
(p2 − p1). (١٥٤)

كالتالي تنسحب الحركة كمية فان هاميلتون معادلات تأثير تحت

ṗ = −mg ⇒ p
′

i = pi −mgt , i = 1, 2. (١٥٥)

الي اذن تتغير F المساحة

F
′

=
E2 − E1

mg
(p

′

2 − p
′

1). (١٥٦)

يتغير لا الحالات عدد ان اي F
′

= F علي نحصل بالتعويض .11 الشكل الي انظر
ليوفيل. مبرهنة علي مثال هذا هاميلتون. معادلات تأثير تحت

Ω الزاوي تواتره و m كتلته واحد بعد في توافقي هزاز هاميلتونية :5 تمرين
ب تعطي

H =
1

2m
p2 +

1

2
mΩ2q2. (١٥٧)

الاول النوع من المولدة الدوال اجل من لدينا

p =
∂F1

∂q

= mΩq cotQ. (١٥٨)

P = −∂F1

∂Q

=
1

2
mΩq2

1

sin2 Q
. (١٥٩)
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القانوني التحويل علي نحصل

q =

√

2P

mΩ
sinQ , p =

√
2mΩP cosQ. (١٦٠)

الهاميلتونية نحسب

K(Q,P ) = H
(

q(Q,P ), p(Q,P )
)

= ΩP. (١٦١)

كمية ان نستنتج منه و دورية احداثية هي Q الجديدة المعممة الاحداثية اذن
للحركة. ثابت هي P الجديدة المعممة الحركة

علي نحصل المتبقية الجديدة هاميلتون معادلة حل

Q̇ =
∂K

∂P
= Ω ⇒ Q = Ωt+Q0. (١٦٢)

المعروفة. التوافقي الهزاز مسار معادلات علي نحصل (160) في بالتعويض

التعليق نقطة احداثيات .y = ax2 المكافي القطع مركز المبدأ نأخذ :6 تمرين
اذن هي النواس احداثيات .y = ax2 و x هي

xm = x+ l sin θ , ym = y − l cos θ. (١٦٣)

ب تعطي الحركية الطاقة

T =
1

2
m(ẋ2

m + ẏ2m) +
1

2
M(ẋ2 + ẏ2)

=
1

2
(m+M)(1 + 4a2x2)ẋ2 +

1

2
ml2θ̇2 +mlθ̇ẋ(cos θ + 2ax sin θ)

=
1

2
A(x)ẋ2 +

1

2
Bθ̇2 + C(x, θ)θ̇ẋ. (١٦٤)

ب تعطي الكامنة الطاقة

V = mg(−l cos θ + y) +Mgy. (١٦٥)

المعممة الحركة كميات الان نشتق

Px =
∂T

∂ẋ
= Aẋ+ Cθ̇ , Pθ =

∂T

∂θ̇
= Bθ̇ + Cẋ. (١٦٦)

يعطي العلاقات هذه قلب

ẋ =
1

∆
(BPx − CPθ) , θ̇ =

1

∆
(−CPx +APθ), (١٦٧)

ب يعطي المحدد

∆ = AB − C2

= m2l2(sin2 θ + 4a2x2 cos2 θ − 2ax sin 2θ) +Mml2(1 + 4a2x2). (١٦٨)
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علي نحصل المعممة الحركة كميات بدلالة الحركية الطاقة عن بالتعبير

T =
B

2∆
P 2
x +

A

2∆
P 2
θ − C

∆
PxPθ. (١٦٩)

ب تعطي الجملة هاميلتونية

H =
B

2∆
P 2
x +

A

2∆
P 2
θ − C

∆
PxPθ + a(m+M)gx2 −mgl cos θ. (١٧٠)

ب تعطي هاميلتون معادلات

ẋ =
∂H

∂Px

=
B

∆
Px − C

∆
Pθ , θ̇ =

∂H

∂Pθ

= −C

∆
Px +

A

∆
Pθ. (١٧١)

−Ṗx =
∂H

∂x
, −Ṗθ =

∂H

∂θ
. (١٧٢)

جدا. طويل لكن سهل الاخيرتين المعادلتين هاتين حساب
معادلات الاخير في نجد كبير. حد الي تتبسط المعادلات التربيعي التقريب في

الحركة

ẍ+ lθ̈ + gθ = 0 , ẍ+
ml

m+M
θ̈ + 2agx = 0. (١٧٣)

اي γ الزاوي التواتر بنفس اهتزازية دوال هو الحل

x = A exp(iγt) , θ = B exp(iγt). (١٧٤)

الزاوي التواتر علي نحصل الاقتراح بهذا الحركة معادلات في بالتعويض

γ2 =
g(1 + 2al)±

√

g2(1 + 2al)2 − 8alg2 M
M+m

2 M
M+m

l
. (١٧٥)

المعممة الحركة كميات نحسب :7 تمرين

p1 =
∂L

∂q̇1
= 2q̇1 + k2q̇2 , p2 =

∂L

∂q̇2
= k2q̇1 +

2

a+ bq21
q̇2. (١٧٦)

ب يعطي المعادلات هذه قلب

q̇1 =
1

∆
(

2

a+ bq21
p1 − k2p2) , q̇2 =

1

∆
(−k2p1 + 2p2). (١٧٧)

ب يعطي المحدد

∆ =
4

a+ bq21
− k22 . (١٧٨)

نحسب

q̇21 +
q̇22

a+ bq21
+ k2q̇1q̇2 =

p21
∆(a+ bq21)

+
p22
∆

− k2p1p2
∆

. (١٧٩)
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ب تعطي الهاميلتونية

H = p1q̇1 + p2q̇2 − L

=
p21

∆(a+ bq21)
+

p22
∆

− k2p1p2
∆

− k1q
2
1 . (١٨٠)

للحركة هاميلتون معادلات

q̇1 =
∂H

∂p1
=

2p1
∆(a+ bq21)

− k2p2
∆

. (١٨١)

q̇2 =
∂H

∂p2
=

2p2
∆

− k2p1
∆

. (١٨٢)

−ṗ1 =
∂H

∂q1
. (١٨٣)

−ṗ2 =
∂H

∂q2
= 0. (١٨٤)

ما. نوعا طويل حساب الي تحتاج الثالثة المعادلة فقط

هي التعليق نقطة احداثيات الدائرة. مركز الاحداثيات مبدأ نأخذ :8 تمرين

xs = a cos γt , ys = −a sin γt. (١٨٥)

هي m الكتلة احداثيات

xm = a cos γt+ l sin θ , ym = −a sin γt+ l cos θ. (١٨٦)

الحركية الطاقة نحسب

T =
1

2
ml2θ̇2 +

1

2
ma2γ2 +maγlθ̇ sin(θ − γt). (١٨٧)

الكامنة الطاقة نحسب

V = −mga sin γt+mgl cos θ. (١٨٨)

ب تعطي الجملة لاغرانجية

L =
1

2
ml2θ̇2 +malγ2 sin(θ − γt) +mgl cos θ. (١٨٩)

التي و فقط بالزمن تتعلق التي و الثابتة الحدود اهملنا الاخيرة المعادلة هذه في
تامة. مشتقة عن عبارة هي

ب المعممةتعطي الحركة كمية

pθ =
∂L

∂θ̇
= ml2θ̇. (١٩٠)
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ب تعطي الهاميلتونية

H = θ̇pθ − L

=
p2θ

2ml2
−malγ2 sin(θ − γt)−mgl cos θ. (١٩١)

للحركة هاميلتون معادلات

θ̇ =
∂H

∂pθ
=

pθ
ml2

. (١٩٢)

−ṗθ =
∂H

∂θ
= −malγ2 cos(θ − γt) +mgl sin θ. (١٩٣)

ب تعطي q ب المرفقة المعممة الحركة كمية :9 تمرين

p =
∂L

∂q̇
=

m

2
(2q̇ sin2 Ωt+ qΩ sin 2Ωt). (١٩٤)

ب تعطي اذن الهاميلتونية واحد. متغير لدينا لانه بسيط هنا القلب

h = pq̇ − L

=
m

2

[

1

m2 sin2 Ωt

(

p− mΩq sin 2Ωt

2

)2 − q2Ω2

]

. (١٩٥)

منحفظة. غير الهاميلتونية هذه
ب تعطي Q المتغير بدلالة اللاغرانجية

L =
m

2

(

Q̇2 +Ω2Q2
)

. (١٩٦)

تعطي Q بالمتغير المرفقة المعممة الحركة كمية توافقي. هزاز هاميلتونية هذه
ب

P =
∂L

∂Q̇
= mQ̇ =

p

sinΩt
. (١٩٧)

ب تعطي منحفظة الحالة هذه في الهاميلتونية

H =
m

2

(P 2

m2
− Ω2Q2

)

. (١٩٨)

اولا اذن نحسب هاميلتون. معادلات تحققان p و q ان نعرف :10 تمرين

q̇ =
∂H

∂p
=

∂P

∂p

∂H

∂P
+

∂Q

∂p

∂H

∂Q

= − q

sin2 p

∂H

∂P
+ cot p

∂H

∂Q
. (١٩٩)
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−ṗ =
∂H

∂q
=

∂P

∂q

∂H

∂P
+

∂Q

∂q

∂H

∂Q

= cot p
∂H

∂P
− 1

q

∂H

∂Q
. (٢٠٠)

علي نحصل المعادلات هذه قلب

∂H

∂P
= − q̇

q
+ ṗ cot p. (٢٠١)

∂H

∂Q
= −q̇ cot p+

q

sin2 p
ṗ. (٢٠٢)

.K = H بالتالي و محدود القانوني التحويل يكون ان نتوقع فاننا الاخري الجهة من
الاخري الجهة من نحسب اذن

∂H

∂P
= Q̇ =

∂Q

∂q
q̇ +

∂Q

∂p
ṗ. (٢٠٣)

∂H

∂Q
= −Ṗ = −∂P

∂q
q̇ − ∂P

∂p
ṗ. (٢٠٤)

تتطابق. المعادلات ان نجد بالمقارنة

لا المولدة الدالة ان اي محدود القانوني التحويل ان الواضح من :11 تمرين
تحقق ان يجب المولدة الدالة .K = H و بالزمن تتعلق

piq̇i −H = PiQ̇i −K +
dF

dt
. (٢٠٥)

شكل علي نبنيها لكن F = F1(qi, Qi) اي الاول النوع من المولدة الدالة نأخذ
اي Qi و q2 ،p1 ب تتعلق F13 لدالة لوجوندر تحويل

F = F1(qi, Qi) = q1p1 + F13(p1, q2, Qi). (٢٠٦)

يلي كما اعلاه الشرط كتابة يمكن القانونية التحويلات باستعمال

p2q̇2 = (p1 − 2p2)q̇1 + (−2q1 − q2)ṗ2 +
∂F13

∂p1
ṗ1 +

∂F13

∂Q1
q̇1 +

∂F13

∂q2
q̇2 +

∂F13

∂Q2
ṗ2 + q1ṗ1.(٢٠٧)

لدينا يكون ان يجب
∂F13

∂p1
= −q1 = −Q1. (٢٠٨)

∂F13

∂q2
= p2 = Q2. (٢٠٩)

∂F13

∂Q1
= −p1 + 2p2 = −p1 + 2Q2. (٢١٠)

∂F13

∂Q2
= 2q1 + q2 = 2Q1 + q2. (٢١١)

ب يعطي اعلاه الاربعة التفاضلية المعادلات حل

F13 = 2Q1Q2 + q2Q2 − p1Q1. (٢١٢)
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